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パルスニューラルネットワークが見せる同期振動の相互作用形態依存性
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Abstract— The synchronized oscillations in glob-
ally connected active rotators are analyzed with the
Fokker-Planck equation. Three forms of interac-
tions, namely, waveform-coupling, pulse-coupling, and
exponential-coupling are considered, and their results
are compared.
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1 モデル

興奮性素子集団 θ
(i)
E (i = 1, 2, · · · , NE) および抑制性

素子集団 θ
(i)
I (i = 1, 2, · · · , NI) からなる全結合 active

rotator 系を考える [1, 2].
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Y (t′)〉 = DδijδXY δ(t − t′), (3)

X, Y = E or I.

active rotator は a > 1 のとき安定平衡点を持つ
興奮系であり, このとき単位円の垂直軸方向の運動
− sin(θ(i)(t)) + 1/aを観察すると, ランダムな揺動に対
してパルス状の応答を見せる. 本研究では active rota-
torをパルスニューロンのモデルとして採用する. active
rotator は leaky itegrate-and-fire モデルに比べ, その
Fokker-Planck方程式が少ない項数で安定して数値積分
できるなどの利点があり, パルスニューラルネットワー
クの力学的挙動を解析するツールとして有用であると
考えている.

素子集団 Y から素子集団 X への相互作用 IXY (t)は
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の 3 つを考える (X, Y = E or I). ただし, t
(j)
k は

素子 j の k 番目の発火時刻である. (4) 式はパルス波
形を次の素子への入力とする結合で, 以下 waveform-
coupling と呼ぶ. さらに, (5), (6) 式をそれぞれ pulse-
coupling, exponential-coupling と呼ぶことにする. ま
た, パラメータ数を減らすため, 以下 gEE = gII ≡ gint,
gEI = gIE ≡ gext とする. さらに a = 1.05に固定する.

waveform-couplingによる active rotator結合系に対
する解析は先行研究 [1, 2]でなされているが, 同期周期
振動に加え, 同期カオス振動 (図 1(a)) や弱い同期周期
振動 (図 1(b)) など , 生体との関連から興味深い力学状
態が多く見つかっている. active rotatorは 1 次元力学
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図 1: NE = NI = 1000 の系に対する発火時刻のラ
スタープロット. (a) 同期カオス振動. τE = τI = 1,
gint = 1, gext = 0.35, D = 0.0165. (b) 弱い同期周期振
動. τE = 1, τI = 2, gint = 1, gext = 1.5, D = 0.027.



系であるから単独ではカオスは生じえないが, 結合系に
することでカオスが生じたことは注意すべきである.
過去の研究で waveform-coupling を採用したの

は主に解析の簡便さを重視したためであるが, 生
体における同期振動との対応を考える上では pulse-
coupling や exponential-coupling を考えるのが自然で
あると考えられる. そこで本研究では pulse-coupling
と exponential-coupling による結合系の解析を行い,
waveform-coupling による系との比較を行う. 解析に
は, 時刻 t,位相 θE , θI における素子数密度 nE(θE , t) ≡
(1/NE)

∑
δ(θ(i)

E −θE), nI(θI , t) ≡ (1/NI)
∑

δ(θ(i)
I −θI)

に対する連立 Fokker-Planck 方程式
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AE(θE , t) = 1 − a sin θE + IEE(t) − IEI(t), (9)

AI(θI , t) = 1 − a sin θI + IIE(t) − III(t), (10)

を用いる.

2 pulse-coupling

(5) 式の pulse-couplingは, 素子集団 Y の θ = 3π/2
における確率流 JY (t) を用いて IXY (t) = gXY JY (t) +
σ(t) と近似できる. ただし , 揺らぎ σ(t) は NY → ∞
の極限で 0 へ収束する. その近似で系の分岐図を数値
的に求めたのが図 2 である. この分岐図は waveform-
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図 2: pulse-couplingによる結合系の分岐図. τE = τI =
1, gint = 3とした. “X”が振られている領域に同期振動
解が存在する. SN: saddle-node, SNL: saddle-node on
limit cycle, DLC: double limit cycle, HB: homoclinic
bifurcation.

coupling による系の分岐図 [1] と似ている. ただし ,
pulse-coupling ではカオスは見られなかった.

3 exponential-coupling

(6) 式の exponential-coupling は, ˙IXY (t) =
−(IXY (t) − κY gXY JY (t))/κY + σ(t) と OU 過程で近

似できる. ただし , 揺らぎ σ(t)は NY → ∞ の極限で 0
へ収束する. その近似で系の分岐図を数値的に求めたの
が図 3 である. 大まかな構造は waveform-coupling や
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図 3: exponential-coupling による結合系の分岐図.
τE = τI = κE = κI = 1, gint = 4 とした.

pulse-coupling と共通しているが, この場合は振動解に
周期倍分岐が起こりカオスが生じるなど ,ダイナミクス
がより複雑になっている. 詳細は講演にて触れる.

4 まとめ
3 種類の結合様式に対する active rotator 結合系

の同期振動の解析を行った. ラフに言えば pulse-
coupling 系は waveform-coupling 系のダイナミクスに
近く, exponential-coupling 系はそれらよりも複雑であ
るが,これは以下の理由によると考えられる. waveform-
couplingと pulse-couplingの場合,素子を支配する時間
スケールは (τE , a) および (τI , a) で決まる時間スケー
ルであり, 結合によって時間スケールは増えない. しか
し , exponential-couplingではさらにシナプス入力の時
間スケール κE , κI が加わるため, 運動が複雑化する.
現実のニューロンのように多くの時間スケールが存

在する系では様々な安定解が共存し複雑な分岐を起こし
ていると考えられるため,それらの解析が重要となるだ
ろう.
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