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あらまし 異なる時定数を持つ興奮性/抑制性集団からなる active rotator の結合系を非線形 Fokker-Planck 方程式を
用いて解析する. 平衡点近傍での固有値解析などから, ノイズ強度と結合強度に関する分岐図を描き, 振動やカオスが
素子間同期を伴って現れることを明らかにした. さらに, 生理学実験でしばしば報告される「auto-correlogram では見
られないが field-potential では観察される弱い同期振動」も見いだされた. (信学技報 NC2002-145, pp.71–76, 2003)
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Abstract The globally coupled active rotators with excitatory and inhibitory connections having different time

constants are analyzed using the nonlinear Fokker-Planck equations. The bifurcation diagram for the noise intensity

and the coupling strength is drawn based on the linear analysis around the equilibrium points, and it is found that

the periodic or chaotic oscillations appear with the synchronization among the elements. Moreover, the weakly

synchronized oscillations which are not observed in the auto-correlogram but observed in the field potential are also

found.
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1. は じ め に

近年, 脳のダイナミクスの解析において, 単一細胞が発するパ
ルス列や複数のパルス列間の相関に着目し, その情報処理的な
意味を問い直す研究が増えている.

例えば, 文献 [1], [2] では, 一見確率的な振舞いをするように
見える皮質ニューロンのパルス列に情報が含まれているのか否
かが議論されている. さらに, 確率的に振る舞うように見える
ニューロンであっても, 変動する入力に対する発火タイミング
は再現性を持つことが知られている [3]. これはニューロンの発
火タイミングは信頼性が高く, 情報のキャリアとしての役割を
果たし得るということを示唆している.

また, 脳の視覚皮質や海馬では神経細胞の集団的な振舞いに

振動が見られ, なおかつ, 振動が見られる時には素子間の活動に
同期が見られることが多く報告されている (レビューとしては
文献 [4] を参照). その同期振動は, 視覚では視覚情報の統合に,

海馬では記憶の学習に関連しているのではないかと議論されて
いる.

これらの事実から, 脳の振舞いを細胞レベルから理解するに
はパルスに基づいたネットワークの理論的解析が重要になるこ
とがわかる.

本研究では興奮性素子と抑制性素子を含むパルスニューラ
ルネットワークを Fokker-Planck 方程式を用いて解析する.

Fokker-Planck 方程式を用いたパルスニューラルネットワーク
の解析に関する先行研究には文献 [5] があり, そこでは結合がラ
ンダムな leaky integrate and fire モデルの系を扱っている. そ
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の際, 結合のスパース極限をとることにより系を「1 素子 + 入
力」に簡単化し, そこから self-consistent な Fokker-Planck 方
程式を導いている. また, 文献 [6] においては, leaky integrate

and fire モデルの層状ネットワークモデルにおける synfire

chain の形成について, Fokker-Planck 方程式を用いて解析し
ている.

本研究では興奮性素子と抑制性素子集団の全結合系を解析す
る. 全結合系にすることで, ネットワーク全体の統計的な振舞
いについての非線形 Fokker-Planck 方程式 [7] を立てることが
できるというメリットがある. 過去の研究 [8] において, 興奮性
素子と抑制性素子の時定数が全て等しいというモデルを取扱い,

その振動やカオスについて調べた. 今回は抑制性素子の時定数
が興奮性素子の時定数よりも長いモデルを取扱う. これは抑制
性のシナプスポテンシャル (IPSP) の方が興奮性のポテンシャ
ル (EPSP) よりも時間履歴が長いという生理学的な知見 [9] を
取りこむためである.

2. 系 の 定 義

興奮性素子集団 θ
(i)
E (i = 1, 2, · · · , NE) および抑制性素子集

団 θ
(i)
I (i = 1, 2, · · · , NI) からなる全結合 active rotator 系を

考える.

τE
˙

θ
(i)
E = 1 − a sin θ

(i)
E +

gint

NE

NE∑
j=1

(− sin θ
(j)
E + 1/a)

−gext

NI

NI∑
j=1

(− sin θ
(j)
I + 1/a) + ξ

(i)
E (t), (1)

τI
˙

θ
(i)
I = 1 − a sin θ

(i)
I +

gext

NE

NE∑
j=1

(− sin θ
(j)
E + 1/a)

−gint

NI

NI∑
j=1

(− sin θ
(j)
I + 1/a) + ξ

(i)
I (t), (2)

〈ξ(i)
k (t)ξ

(j)
l (t′)〉 = Dδijδklδ(t − t′). (3)

active rotator は a > 1 のとき安定平衡点を持つ興奮系であり,

このとき − sin(θ(i)(t)) + 1/a を観察すると, ランダムな揺動に
対してパルス状の応答を見せる. 本研究では active rotator を
パルスニューロンのモデルとして採用する. 以下, 各素子の時
定数は τE = 1, τI = 2 に固定し, さらに, 系のパラメータは
a = 1.05, gint = 1.0 に固定する.

通常 active rotator の結合系を考える場合, 拡散結合を考え
ることが多い [10], [11] が, ここで取り扱う − sin(θ(i)(t)) + 1/a

による結合は, 神経系のシナプス結合をモデル化した結合となっ
ている. また, D は系に加わるガウシアンホワイトノイズの強
度を表している.

時刻 t, 位相 θE , θI における素子数密度 nE(θE, t), nI(θI , t)

を

nE(θE, t) ≡ 1

NE

NE∑
i=1

δ(θ
(i)
E − θE), (4)

nI(θI , t) ≡ 1

NI

NI∑
i=1

δ(θ
(i)
I − θI), (5)

と定義する. これらを用いると (1), (2) 式は以下のように書き
直せる.

τE
˙

θ
(i)
E = 1 − a sin θ

(i)
E + ξ

(i)
E (t)

+gint

∫ 2π

0

dφE(− sin φE + 1/a)nE(φE, t)

−gext

∫ 2π

0

dφI(− sin φI + 1/a)nI(φI , t), (6)

τI
˙

θ
(i)
I = 1 − a sin θ

(i)
I + ξ

(i)
I (t)

+gext

∫ 2π

0

dφE(− sin φE + 1/a)nE(φE, t)

−gint

∫ 2π

0

dφI(− sin φI + 1/a)nI(φI , t). (7)

いま NE , NI → ∞ の極限をとると, nE(θE , t), nI(θI , t) はそ
の統計平均と同一視できる. その近似で nE(θE, t), nI(θI , t) は
以下のセルフ・コンシステントな連立非線形 Fokker-Planck 方
程式 [7] に従う.

∂nE

∂t
= − 1

τE

∂

∂θE
(AEnE) +

D

2τ2
E

∂2nE

∂θE
2
, (8)

∂nI

∂t
= − 1

τI

∂

∂θI
(AInI) +

D

2τ2
I

∂2nI

∂θI
2

, (9)

AE(θE , t) = 1 − a sin θE

+gint

∫ 2π

0

dφE(− sin φE + 1/a)nE(φE, t)

−gext

∫ 2π

0

dφI(− sin φI + 1/a)nI(φI , t), (10)

AI(θI , t) = 1 − a sin θI

+gext

∫ 2π

0

dφE(− sin φE + 1/a)nE(φE, t)

−gint

∫ 2π

0

dφI(− sin φI + 1/a)nI(φI , t). (11)

(8), (9) 式に従う nE(θE, t), nI(θI , t) を調べることで, 興奮性
素子集団 θ

(i)
E および抑制性素子集団 θ

(i)
I の同期の程度を調べ

ることができる.

また, 各素子の発火頻度や ISI の分散, CV 値などは (8), (9)

式に従う nE(θE, t), nI(θI , t) を (6), (7) 式に代入することで調
べることができる. なお, このモデルを今後「infinite system」
と呼称する. それに対し, (1), (2) 式に従うモデルを「finite

system」と呼び, 区別する.

図 1 に nE(θE, t), nI(θI , t) の典型的な振舞いを示した. 比
較のために NE = NI = 1000 の finite system の発火時刻のラ
スタープロットも同時に載せた. 図 1 (a), (d) は興奮性素子と
抑制性素子が平衡状態近傍で揺らいでいる場合, 図 1 (b), (e)

は興奮性素子がパルス幅程度の周期で周期発火をするが同期が
ない場合であり, いずれの場合も nE(θE , t) と nI(θI , t) は定常
分布に収束する. それに対して図 1 (c), (f) は系が相関をもっ
た周期振動をする場合であり, この時 nE(θE, t) と nI(θI , t) も
時間的に周期振動する.
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図 1 (a) D = 0.01, gext = 0.2, (b) D = 0.05, gext = 0.2, (c) D = 0.05, gext = 1.0 におけ
る分布 nE , nI , の数値解. また, (d), (e), (f) はそれぞれ対応する finite system の全素
子の発火時刻のプロットである. なお, finite system は NE = NI = 1000 とし, グラフ
は 0 <= i < 1000 が興奮性素子, 1000 <= i < 2000 が抑制性素子となるようにプロットし
てある.

3. 分 岐 解 析

Fokker-Planck 方程式の平衡点回りの固有値解析などにより,

D − gext 平面における系の分岐図を描いたのが図 2 である. 実
線は Hopf 分岐, 点線は saddle-node 分岐, 一点鎖線は global

bifurcation である. これらの分岐の詳細は講演にて触れる.

 0
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 2.5

0.01 0.1 0.50.005
D

g ext

図 2 (D − gext) 平面における分岐図. 実線は Hopf 分岐, 点線は
saddle-node 分岐, 一点鎖線は global bifurcation である. 白丸
は時間的に変動する解が系の唯一のアトラクターである領域を
表している.

なお, 白丸は時間的に変動する解が系の唯一のアトラクター
である領域を表している. 一方, 白丸以外の領域では, 振動解が
存在しない領域, 系に複数のアトラクターが共存する領域, など

が存在し, 特に系にカオスアトラクターが存在することもある.

第 4 章においてこのカオスアトラクターに関する解析を行う.

また, 第 5 章において, 白丸の領域における素子の出力パルス
の解析を行ない, 生理実験データと対応についての考察を行う.

4. カオス解析

前章で触れたように, 分岐図のある領域では系にカオスが存
在する. 本章ではこの分岐を扱おう. いま, 確率流平面 (JE , JI)

にて D = 0.03, gext = 0.52 における安定平衡点 S1 および周
期解 L1, LC を観察したのが図 3 (a) である. ただし, 確率流
は θE = θI = 3π/2 において観察した. 3 つの安定解が共存し
ていることがわかる.

D = 0.03, gext = 0.495 におけるそれぞれの軌道を図 3 (b)

に示した. LC がカオス的に変動していることがわかる. なお,

図 3 (a) および (b) の LC はそれぞれ周期解とカオス解であっ
て同じものではないが, 同じ分岐に由来する軌道であるため, 以
後 LC という呼称で統一する. また, L1 と LC は交わっている
ように見えるが, これは高次元の軌道を (JE , JI) 平面に写像し
たためである.

このとき, L1, LC , S1 を NE = NI = 1000 の finite system

で観察するとそれぞれ 図 4 (a), (b), (c) のようになる. 系の初
期状態を変えることで, 系に 3 つの振動状態が現れることがわ
かる.

系の Poincaré section をとることで, このカオスはリミット
サイクルが周期倍分岐を経て得られること, さらにカオス的軌
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図 4 D = 0.03, gext = 0.495, NE = NI = 1000 の finite system における (a) L1, (b) LC ,

(c) S1.
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図 3 (a) D = 0.03, gext = 0.52 および (b) D = 0.03, gext = 0.495

における安定平衡点 S1 および変動解 L1, LC .

道の最大 Lyapunov 数が正になることを確かめた (図は省略).

5. パルス解析

前章までは, Fokker-Planck 方程式 (8), (9) 式の解析を行い,

素子集団の平均的な振舞いについて調べて来た. 本章では (6),

(7), (8), (9) 式で記述される infinite system の振舞いを調べ
る. infinite system は, 素子数が無限大のネットワーク内の素
子 1 つの振る舞いを表すと考えられる. infinite system の解析
によって, 生理実験で得られる 1 素子の出力パルス列との比較
が可能になると考えられる. なお, 本章では時間的に変動する
解が系の唯一のアトラクターである領域, すなわち図 2 の白丸

の領域のみを調べる.

素子の発火時刻から ISI (inter-spike interval), CV 値, パル
スの相関係数 C [12] を計算し, これらをパルスの特徴を表す量
としよう. 興奮性/抑制性集団の ISI, CV 値, 相関係数 C をそ
れぞれ TE, TI , CV E, CV I , CEE, CII とし, それらのノイズ強
度 D 依存性を調べたのが図 5 である. 特に, 興奮性素子の振る
舞いに着目しよう. これは, 生理学実験では興奮性素子のパル
ス列を観測することが多いからである.

全ての gext において, SNL (saddle-node on limit cycle) 分
岐近傍では発火周期 (T ) が長く, 同期の程度 (C) は高く, 発火
の乱雑性 (CV ) は低い. これは, SNL 分岐近傍では系は saddle

と node が消滅した位置に滞在する時間が長いからである. こ
の発火を SSR (slow, synchronous, and regular) 発火と名付け
よう. この命名規則は文献 [5] に従ったものである.

Hopf 分岐近傍において, gext = 0.7 では発火周期が短く, 同
期の程度と発火の乱雑性はともに低い. 一方, gext = 1.0 では発
火周期は短く, 同期の程度は低いが, 発火の乱雑性は高い. それ
ゆえ, これらの発火をそれぞれ FAR (fast, asynchronous, and

regular) 発火および FAI (fast, asynchronous, and irregular)

発火と名付ける.

また, gext = 1.5 での Hopf 分岐近傍では D の増加にたい
して T が増加するという異常性を見せることがわかる (図 5

(c)). そのメカニズムは以下で探るが, ここではこの発火を SAI

(slow, asynchronous, and irregular) 発火と名付けよう.

ここで, SSR, FAR, FAI, SAI発火の様子をNE = NI = 1000

の finite system で観察しよう. 図 6 は各発火の発火時刻のラ
スタープロットである. 以下で定義される興奮性素子の field

potential

Fp =
1

NE

NE∑
i=1

(
− sin(θ

(i)
E (t)) + 1/a

)
, (12)

の時系列も同時に載せた.

SSR 発火 (図 6(a)) はほとんどの素子が強く同期して発火し
ているのがわかる.

FAR 発火 (図 6(b)) は全ての素子が高い発火頻度で発火して
いるが, 同期は弱いことがわかる. 興奮性素子の発火を拡大す
ると, 各素子は 1 周期 (周期約 15) につき複数回発火している
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図 6 発火の分類. (a) SSR, (b) FAR, (c) FAI, (d) SAI の finite system の発火時刻のラス
タープロット. finite system は NE = NI = 1000 である.

ことがわかる. これは他素子からの入力が大きく興奮性素子が
常に発火するためである. そのため各素子がパルスの幅程度の
周期 (周期約 5) で発火しつづけることになり, 一素子あたりの
発火の周期性は高い.

FAI 発火 (図 6(c)) も全ての素子の発火頻度は高く, 同期は
弱い. ただし FAR 発火とは異なり, 各素子は 1 周期 (周期約
20) につきほぼ 1 回しか発火しない. そのため発火時刻のばら
つきは大きくなり, CV は大きくなる. なお FAR 発火と FAI

発火は連続的に遷移するため, 明確に区別することはできない
ことに注意しよう.

SAI 発火 (図 6(d)) も FAR 発火や FAI 発火と同じく同期
が弱い (asynchronous) 発火であるが, これらの発火とは本質
的に異なる点が存在する. 以下でそれをみよう. 図 6 (d) の
200 <= t <= 600, 1 <= i <= 10 の範囲を拡大したのが図 7 である.

これをみると分かるように, 各周期 (周期約 50) において発火
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図 7 SAI 発火 (図 6 (d)) の 200 <= t <= 600, 1 <= i <= 10 の範囲にお
ける拡大図.

している素子は全素子の一部である. すなわち, SAI 発火をし
ている素子の周期性および素子間同期は非常に弱い.
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さらに, SAI 発火は field potential Fp には周期性が見られ
るが (図 6 (d)), 一素子の auto-correlogram を見ると非常に周
期性が弱いことがわかる (図は省略). 生理学実験で見られる周
期発火には, 一素子の auto-correlogram からは周期性が検出さ
れず, 素子の集団的振る舞いである field-potential を観察する
ことで初めて周期性がわかるものが存在することが報告されて
いる [13]～[15] が, SAI 発火はこの生理実験の結果に非常に近
いと考えられる.

SAI 発火のメカニズムは以下の様に理解される. ネットワー
クに属する素子に加わる入力は (1), (2) 式 (あるいは (6), (7)

式) からわかるように「平均場入力 + ノイズ」である. 系に
周期解が存在するとき平均場入力は系に対して周期入力として
振る舞う. この周期入力が素子の発火の閾値以下となるときに
SAI 発火があらわれるのである. SAI 発火が起こる境界を図 8

に示した. 同時に, 各パラメータ領域で典型的に見られる発火
状態も書き入れた. この境界は (6), (7), (8), (9) 式であらわさ
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図 8 SAI 発火の境界.

れる infinite system において ξ
(i)
E (t) = ξ

(i)
I (t) = 0 とおいた系

を考え, 系が発火し始めるパラメータを求めたものである. こ
の境界と Hopf 分岐線, saddle-node 分岐線で囲まれた領域で
は SAI 発火が系の唯一の安定な発火状態である.

6. ま と め

異なる時定数を持つ興奮性/抑制性集団からなる active ro-

tator の結合系を非線形 Fokker-Planck 方程式を用いて解析し
た. 平衡点近傍での固有値解析などから, ノイズ強度と結合強
度に関する分岐図を描き, 振動やカオスが素子間同期を伴って
現れることを明らかにした. さらに, 生理学実験でしばしば報
告される「auto-correlogram では見られないが field-potential

では観察される弱い同期振動 (SAI 発火)」も見いだされた.

なお, SAI 発火下において一素子に加わる「閾値以下の周期
入力 + ノイズ」という入力は stochastic resonance [16] の枠
組みでしばしば取扱われるが, ここでは外部入力なしでそのよ
うな状況が実現されていることに注意しよう.

このように SAI 発火には「閾値以下の周期入力」が重要な
のであるが, これを確率流の平面 (JE , JI) での軌道で見ると,

「Hopf 分岐が原点近傍で起こる」ことが重要である. このよう

なことが起こるためには, 「興奮性素子と抑制性素子の発火の
バランスが取れていること [2], [17]」が必要である. 過去の研究
において, τE = τI = 1 の時は興奮性素子の影響が強く SAI 発
火は起こらないことが分かっている [8]. 今回 τE = 1, τI = 2 の
場合を取扱ったが, これは抑制性素子による抑制の効果を相対
的に強め, その結果興奮性素子と抑制性素子のバランスが実現
したと考えることができる.

本研究の一部は, 文部科学省科学研究補助金 (若手研究 B) 課
題番号 14780260 の一環として行われた.
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